Zagadka
wokół świątecznego stołu

Dzbanek i szklanka ważą tyle co filiżanka.

Dzbanek waży tyle co talerzyk i szklanka.

Dwie filiżanki ważą tyle co trzy talerzyki.

Ile szklanek waży tyle co dzbanek?
Te warunki możemy zapisać w postaci układu równań w taki sposób:
	D
	S
	
	
	=
	F

	D
	
	
	
	=
	T+S

	
	
	2F
	  
	=
	3T


Ta tabela ma 3 wiersze i 6 kolumn. Piąta kolumna ma tylko znaki równości.
Dodajemy do siebie wszystkie klatki po lewej stronie znaku równości. Puste klatki oznaczają zero, co znaczy, że w tym miejscu "nie ma nic".

Ta tabela zastępuje taki układ równań

D + S


= F

D



= T + S



2F

= 3T
Taka jest reprezentacja algebraiczna zagadki wypowiedzianej słownie.
Porządkujemy ten zapis. Pytanie jest takie:  "Ile szklanek waży dzbanek".
Przenosimy więc szklanki na prawą stronę znaku równości, a pozostałe naczynia lewą stronę:
	D
	
	-F
	
	=
	-S

	D
	
	
	 -T
	=
	 S

	
	
	2F
	-3T  
	=
	


Teraz wyobrażamy sobie, że każde z tych trzech równań to jest waga z dwoma szalkami. Np.  Popatrz na pierwszy wiersz. To jest waga szalkowa, na lewej szalce jest  D – F na prawej  –S

Jeżeli dodamy stronami do siebie dwa równania lub odejmiemy, np. pierwsze od drugiego, to tak jakbyśmy dokonali podobnej operacji na tej wadze. No to odejmujemy pierwszy wiersz od drugiego. Obie szalki drugiego wiersza po tej peracji pozostają w równowadze. To znaczy nie zmieniamy rozwiązania i mamy:
	D
	
	-F
	
	=
	-S

	
	
	 F
	-T
	=
	2S

	
	
	2F
	-3T
	=
	


Przekształcamy dalej. Od trzeciego wiersza odejmiemy dwa razy wzięty drugi wiersz i dostajemy:
	D
	
	-F
	
	=
	-S

	
	
	 F
	-T
	=
	2S

	
	
	
	-T
	=
	-4S


A teraz trzeci wiersz pomnożymy przez  –1, czyli "zmienimy znaki"
	D
	
	-F
	
	=
	-S

	
	
	 F
	-T
	=
	2S

	
	
	
	 T
	=
	4S


Teraz widzimy, że talerzyk waży tyle co 4 szklanki

T = 4S,   
Wobec tego filiżanka waży tyle, co sześć szklanek
F = 6S,    
a dzbanek waży tyle, co 5 szklanek
D = 5S   
Cały ten rachunek możemy wykonać po prostu na literach, interpretując, że to są liczby i zapominamy o tym, że to są "jakieś naczynia".  To są już dla nas tylko liczby, które wskazują ile te naczynia ważą, jaką mają masę. 
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Uwaga

Oczywiście nie musimy tych rachunków zapisywać w takiej tabelce, możemy ten rachunek wykonać szybciej, np tak: 
d+s=f

d=t+s

2f=3t

 

f-s=t+s

f-t=2s

2f-2t=t

t=4s

d=5s

Ale gdyby zadanie było bardziej skomplikowane, a na wigilijnym stole może być przecież bardzo dużo naczyń...   , to tabelka mogłaby się przydać.

Tak na prawdę, ujmując to w stylu matematycznym i zapisując to algebraicznie, zapisaliśmy układ trzech równań liniowych o czterech niewiadomych. Taki układ, gdzie niewiadomych jest więcej niż równań ma zawsze rozwiązanie, a nawet nieskończenie wiele rozwiązań.

Wybrana niewiadoma, tu oznaczona literą S, może przyjąć dowolną wartość, np.  możemy przyjąć  S = 1, a pozostałe niewiadome wyliczyć przy tym założeniu po kolei, tak jak powyżej.

To postępowanie z układem równań liniowych, opisane powyżej, nazywa się metodą Gaussa.  

Zadanie 1

Czy to postępowanie (metodę Gaussa) możemy zastosować gdy mamy jedno równanie liniowe z dwoma niewiadomymi?

np.  2x + 3y = 0,   lub  ax +by = 0, lub     ax +by = c  ?
A jedno równanie z trzema niewiadomymi?

Opisz krótko to postępowanie w tych szczególnych przypadkach. (Szybko i niestarannie!)

Czy coś trzeba założyć o współczynnikach przy niewiadomych? 

Podaj przykłady.

Zadanie 2

Czy metodę Gaussa można zastosować, gdy mamy dwa równania liniowe z trzema niewiadomymi?

np. 

ax +  by + cz  = d

a'x + b'y + c'z = d'
Opisz to.

Podaj przykłady.

Zadanie 3 (Archimedes w roli Sherlocka Holmesa)
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Bardzo dawno temu, krol Syrakuz zaméwit sobie nowa korone. Dat Ziotniko-
wi 2 kilogramy zlotz 1 PP°l°°‘1 mu wykonanie korony wedtug najnowszej, na
czasy, mody. 7 i3 5 i

byta gotowa, wygladata wspaniale. Krél jednak miewat stale béle glowy, od
tego czasu. Czy przypadkiem zlotnik go nie oszukal? Postanowit, w kortmu
zasiegnaé porady, znanego juz i stawnego w tym czasie, swojego poddancgo’
Archimedesa. Archimedes nie chciat dotykaé korony, bo bat sie podejrzliwe:
go krola, ale obiecal pomysle¢ i sprawe zbadaé.

W Syrakuzach, w tych czasach, byly zupeinie inne od naszych jednostki miar.
W przettumaczeniu jednak na centymetry i kilogramy, Archimedes myglat
tak. Jeden kilogram ztota ma objetos¢ okolo 50 centymetréw szesciennych.
Czego mogt ten zlotnik tam domieszaé? Wiasciwie, tylko srebra, a srebro ma
dwa razy taka objgtos¢ jak ztoto. Jeden kilogram srebra ma objetoéé okoto
100 centymetrow szesciennych. Jezeli liczba x wyraza ilo§¢ srebra w koronie,
a yilo$é zlota, w kilogramach, to x+ y = 2. Z drugiej strony, jezeli korona jest
z czystego zlota powinna zajmowaé objetoéé 100 cm3. Ale jezeli ma domiesz-
ke srebra, powinna zajmowacé wigcej miejsca. Poszedt wigc do krola i powie-
dziat: trzeba zwazyé korong i upewnic sig, czy wazy na pewno 2 kilogramy.
Jezeli tak jest, trzeba ja wsadzié do naczynia pelniutkiego wody i zobaczyé, ile
wody wyleje si¢ z niego do menzurki. Okazalo sig, ze z naczynia wylato si¢ nie
100 cm3, ale prawie doktadnie 130 cm?®. Archimedes zaczat wtedy kresli¢
cyrklem swoje kota na piasku i rozne linie proste i w koficu powiedziat: ,, Twoj
Zotnik cie oszukat, krolu. Ta korona przyprawitaby o bl glowy znacznie
gorszego monarche, korona ma niecale péttora kilograma zlota, a reszta to
srebro”.

1. Czy wiesz, skad sie wziat ten ukiad réwnan?
X4y =12 Y= Q_x .
v 2 .12 {oo
{100:x+ 50y = 130. 5;.,?5_ ~ 5%

e Sprébuj edpowiedzied, czemu si¢ réwna x, a czemu . Czy twdj Wyn.lk
 potwierdza to, co powiedzial Archimedes? Ile procent bylo srebra, a ile

oronie?





To jest fragment podręcznika "matematyka 6" dla szkoły podstawowej z roku 1983. Przeczytaj uważnie tę opowieść o koronie króla Syrakuz i spróbuj wytłumaczyć młodszemu bratu skąd się wziął ten układ równań. Sfotografuj jego minę... no i rozwiąż ten układ równań.

Gdy go już to zrobiłeś, otwórz miejsce w internecie "Wykresy Funkcji Online" i wpisz tam te dwie funkcje zaznaczone ołówkiem

y = 2 – x  ,   y = 130/50 – 100/50x.
Wpisuje się tam tylko prawe strony tych równości, oddzielając wyrażenia określające funkcje średnikiem, w taki sposób:
2–x ;  (130/50)–(100/50)*x
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